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RESUMEN   

En este trabajo se estudia la radiación del campo producido por nano-emisores desordenados en un 

clúster de percolación tridimensional (3D). En este trabajo hemos utilizado el conjunto de 

ecuaciones que acopla a las ecuaciones de Maxwell con los nano-emisores de 4 niveles. Como 

parámetro de cuantificación de la localización del campo, calculamos la relación de participación 

inversa (IPR). Se estudia el comportamiento dinámico de la amplitud de campo, generada por 

emisores incorporados en un clúster con probabilidad de ocupación 𝑝 en los poros. La simulación 

numérica se realiza mediante el algoritmo de las diferencias finitas en el dominio del tiempo 

(FDTD). Los resultados numéricos muestran tiempos específicos donde el campo localizado tiene 

gran amplitud y una fuerte relación con los niveles alto y bajo de los emisores. El efecto estudiado 

abre nuevas perspectivas para controlar la localización de campos ópticos en nanotecnologías 

ópticas modernas. 
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ABSTRACT  

In this work the radiation of the field produced by disordered nano-emitters in a cluster of three-

dimensional percolation (3D) is studied. In this work we have used the set of equations that couples 

Maxwell equations with 4-level nano-emitters. As a quantitative parameter for the field location, 

we calculate the inverse participation ratio (IPR). The dynamic behavior of the field amplitude, 

generated by emitters incorporated in a cluster with probability of occupation p in the pores, is 

studied. The numerical simulation is carried out using the algorithm of finite differences in the time 

domain (FDTD). The numerical results show specific times where the localized field has great 

amplitude and a strong relationship with the high and low levels of the emitters. The studied effect 

opens up new perspectives to control the location of optical fields in modern optical 

nanotechnologies. 
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1 INTRODUCCIÓN 

La radiación de fotones por nano-emisores 

desordenados, que forman clústeres tridimensionales 

(3D) sólidos, son un área de investigación activa. En este 

trabajo, se estudia la radiación óptica por nano emisores 

incorporados en tales estructuras tridimensionales. En 

dicha geometría, el clúster de expansión sirve como una 

"columna vertebral", o un conjunto de enlaces a través de 

los cuales la radiación de campo de las nano-fuentes 

puede fluir. La localización del campo debida a la 

aleatoriedad es uno de los nuevos conceptos más 

interesantes de la Física. Este tipo de localización se 

relaciona con la ausencia de difusión en materiales 

aleatorios, como resultado de la interferencia de todas las 

ondas dispersas. En materiales ópticos desordenados, la 

dispersión múltiple de la luz y las interferencias entre la 

propagación de ondas conduce a la formación de modos 

electromagnéticos. Recientemente se han estudiado las 

estructuras desordenadas tridimensionales para la 

investigación de fenómenos ópticos complejos, 

incluyendo la localización de luz [1] - [6] y láser aleatorio 

[7], [8], [9]. Recientemente se estudió el láser aleatorio 

asistido por emisores incorporados en una estructura 

desordenada [10]. La teoría lineal de la localización en 

un sistema de clústeres fue considerado en [11] para 

pequeños tiempos y para tiempos más largos [12]. Sin 

embargo, el problema de la localización puede 

extenderse a un ámbito de estudio para intervalos de 

tiempo más generales. El objetivo de este trabajo, es 

realizar un estudio más extenso de la dinámica del campo 

en un sistema desordenado, donde sea posible encontrar 

el grado de porosidad, tiempos específicos y 

comportamiento para los cuales se obtiene la localización 

del campo. Lo anterior, mediante el estudio de la 

dinámica del láser, los nano-emisores y el cálculo del 

IPR.   

Los efectos de la localización son muy generales y 

deberían estar presentes en muchos materiales aleatorios. 

En este trabajo, el medio por el que optamos es una 

estructura de clúster desordenado en un sistema 

tridimensional (3D), donde los clústeres son llenados por 

medios activos compuestos por emisores de luz no 

coherentes. En una estructura espacial tan poco 

uniforme, la radiación y la dispersión del campo se 

producen por la forma incoherente. Estudiamos un 

sistema dinámico tridimensional (3D) en el rango de 

parámetros donde puede tener lugar la localización del 

campo. También se estudian las propiedades de la 

relación de participación inversa (IPR), del campo 

asociado a lo largo del tiempo.  

Este artículo está organizado de la siguiente forma: En la 

Sección II, proponemos un enfoque básico y la 

formulación de las ecuaciones para estudiar el campo de 

radiación de los nano-emisores incorporados en el clúster 

de percolación. En la Sección III, se presentan los 

resultados numéricos del estudio de la localización del 

campo de radiación de los emisores. Finalmente, en la 

Sección IV, se muestran las conclusiones. 

2 ECUACIONES BÁSICAS 

Se estudia la localización de los modos del campo 

electromagnético (EM) en un sistema tridimensional 

(3D) con percolación desordenada, cuya probabilidad de 

ocupación de los poros está definida por el parámetro 𝑝. 

En dichos poros se incorpora un medio activo, 

compuesto por emisores de luz no coherentes, en 

particular consideramos emisores de 4 niveles. La 

percolación es un proceso aleatorio, por lo tanto 

diferentes estructuras de la red de percolación, 

contendrán clústeres de diferentes tamaños y formas 

[a][b]. Percolación se define como el paso de fluido a 

través de materiales porosos, en nuestro enfoque la 

radiación del campo de las nano-fuentes, viaja a través 

del material poroso que se propone.  Para poder discutir 

sus propiedades de forma aproximada, debemos estudiar 

las estadísticas de dichos clústeres [13, 14]. Tanto la 

probabilidad de ocupación de los poros, como el radio 

promedio de los mismos son considerados como 

parámetros que definen aleatoriedad en la muestra. Se 

considera 𝑝 = 0.49, como valor fijo y un radio promedio 

de los poros 𝑅 = 0.49. 

Para encontrar la emisión del campo electromagnético 

del sistema, se resuelve numéricamente la Ecuación que 

acopla la densidad de polarización 𝑃, el campo eléctrico  

𝑬 y los niveles de ocupación de los emisores (𝑁1,2).  En 

el caso de emisores desacoplados, esta Ecuación es [15] 

Donde, Δ𝜔𝑎 = 𝜏21
−1 + 2𝑇2

−1, donde 𝑇2 es el tiempo medio 

entre los eventos de desfase, 𝜏21 es el tiempo de 

decaimiento desde el segundo nivel atómico 𝑁2, hasta el 

primero 𝑁1, y 𝜔𝑎 es la frecuencia de radiación de los 

emisores. Los campos eléctrico E, magnético H y la 

corriente 𝐣𝜕𝐏/𝜕𝑡, son encontrados a partir de las 

ecuaciones de Maxwell, junto con las ecuaciones de las 

densidades 𝑁𝑖(𝑟, 𝑡) de los átomos que residen en el i-

ésimo nivel. Para este caso, se estudian emisores de 

cuatro niveles 𝑖 = 0,1,2,3, puede ver los detalles de las 

ecuaciones de las densidades en [16] y sus referencias. 

𝜕2𝐏

𝜕𝑡2
+△ 𝜔𝑎

𝜕𝐏

𝜕𝑡
+ 𝜔𝑎

2𝐏 =
6𝜋𝜖0𝑐3

𝜏21𝜔𝑎
2

(𝑁1 − 𝑁2)𝐄 (1) 

 



 
Programación Matemática y Software (2022) 14(2): 11-18. ISSN: 2007-3283 

 

13 
 

El modelo de difusión clásica no describe correctamente 

la propagación de los fotones en un medio dispersivo de 

ganancia o pérdida con distribución no uniforme [17], 

por ello, hemos de aplicar el método de las diferencias 

finitas en el dominio del tiempo (FDTD) para las 

simulaciones numéricas. Para los cálculos, hemos 

considerado el medio de ganancia con parámetros 

cercanos al polvo de GaN, similar al de la referencia [18]. 

La frecuencia del láser 𝜔𝑎 es 2𝜋 × 3 × 1013𝐻𝑧, los 

tiempos de vida son 𝜏32 = 0.3𝑝𝑠, 𝜏101.6𝑝𝑠, 𝜏21 =

16.6𝑝𝑠, y el tiempo medio de desfase es 𝑇2 = 0.0218𝑝𝑠. 

El clúster de percolación, ha sido generado dentro de un 

cubo de 𝑙0 = 1𝜇𝑚 de borde que tiene 𝑙3 nodos, con 𝐿 =

100 el cual resultó ser suficiente para simular la 

estructura de percolación [19, 20]. Cada nodo indica la 

posición de un emisor. La permitividad del material 

anfitrión es 𝑛 = 2.2 muy cerca de los valores típicos de 

la cerámica 𝐿𝑢3𝐴𝑙5𝑂12, 𝑆𝑟𝑇𝑖𝑂3, 𝑍𝑟𝑂2 (ver [21]). Los 

resultados para las simulaciones, son obtenidas por 

bombeo de onda continua, dadas por 𝐴𝑟 = 107𝑠−1. Dado 

este bombeo, todas las simulaciones muestran la 

formación de la emisión láser bien definida para 𝑡 > 𝑡𝑠, 

nos referimos a 𝑡𝑠 como el tiempo de inicio del efecto 

láser. La semilla inicial para el campo EM, ha sido creada 

con fases aleatorias en cada nodo, con el fin de simular 

ruido en el sistema. 

Consideramos un sistema de clúster desordenado 3D, 

donde los poros tienen radios y desplazamientos 

aleatorios. En tal estructura, la cual es no uniforme y 

espacialmente desordenada, la radiación del campo 

ocurre en forma coherente. Podemos comparar la 

densidad de poros en la figura 1, donde se muestra el 

clúster de percolación para dos diferentes mallas con 

probabilidad de ocupación (a) 𝑝 = 0.32 y 𝑝 = 0.39, en 

ambos casos ya ha ocurrido la percolación. 

 

Figura 1. Distribución de poros, para un sistema con 

probabilidad de ocupación (a) 𝒑 = 𝟎. 𝟑𝟐 y (b) 𝒑 =

𝟎. 𝟑𝟗 

3 RESULTADOS NUMÉRICOS 

La secuencia de simulación es la siguiente: i) se definen 

los parámetros de la geometría del sistema, tales como la 

probabilidad de ocupación 𝑝, radio promedio aleatorio 𝑅 

y desplazamiento de los poros, ii) en lo siguiente, se 

calcula la ecuación (1) que involucra la densidad de 

polarización, campo eléctrico y magnético y nivel de los 

emisores, iii) finalmente se realiza el cálculo de la 

relación de participación inversa (IPR).  

Para evaluar cuantitativamente el grado de localización 

del campo, se calcula el IPR, definido como sigue [22]  

𝐼 =
𝑙0

3 ∫ |𝐸|4𝑑3𝑟

(∫ |𝐸|2𝑑3𝑟)2
 

Los resultados obtenidos se muestran en las figuras (2)-

(7). Para las simulaciones numéricas, hemos aplicado el 

método de las diferencias finitas en el dominio del tiempo 

(FDTD), mismo que se ajusta a materiales con 

geometrías complejas. Se consideran los siguientes 

parámetros: Se tiene una malla cúbica numérica de 

tamaño 𝑙0 = 100 × 100 × 100, con probabilidad de 

ocupación de los poros 𝑝 = 0.49, y el radio promedio 

𝑅 = 0.49. Para los sistemas que se están abordando, el 

radio tiene fluctuaciones aleatorias entre un rango que es 

definido por el parámetro 𝜎. De tal forma que [R- 𝜎, 

R+ 𝜎] define al conjunto de radios distribuidos 

aleatoriamente en la muestra.  Se han elegido valores de 

𝜎 para los cuales resulta no haber percolación en el 

medio, y cuando sí la hay. Estos valores fluctúan entre 

𝜎 = 0.4 𝑦 0.62, respectivamente. 

En nuestras simulaciones se han usado las siguientes 

variables adimensionales 𝑟 ⟶ 𝑟/𝑙0, 𝑡 ⟶ (𝑐/𝑙0), donde 

𝑙0 es el tamaño del sistema y 𝑐 es la velocidad de la luz 

en el vacío. 

La figura 2(a) muestra el flujo de la energía en la 

dirección 𝑥 y los niveles 𝑁1 y 𝑁2 de los emisores, cuando 

𝑝 = 0.49, 𝜎 = 0.4 𝑦 𝑅 = 0.6, podemos observar que las 

oscilaciones decaen a través del tiempo, después del 

cruce de los niveles de energía, en 𝑡~8 es justo donde se 

tiene la mayor concentración de energía, misma que 

podemos interpretar como los valores máximos de 𝐼𝑥, en 

este instante de tiempo ya ha ocurrido la emisión 

espontánea y estimulada en el sistema. En la figura 2(b) 

se muestran los resultados obtenidos al calcular el IPR 

para cada instante de tiempo, hasta 𝑡 = 30  donde la 

envolvente de dicha curva muestra niveles máximos, que 

a su vez coinciden con los tiempos donde 𝐼𝑥 también 

alcanza sus mayores niveles. Podemos observar que 

existe una estrecha relación entre los niveles 𝑁1 y 𝑁2 de 

energía, el flujo del campo 𝐼𝑥 y el IPR. 
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Figura 2. (a) Dinámica del campo 𝑰𝒙, y niveles de los 

emisores incorporados en el clúster de percolación. 

(b)  Niveles N1 y N2 de los emisores e IPR. La 

envolvente del IPR alcanza valores máximos de M=6 

en la vecindad de los tiempos t=9, 19, 28, valores para 

los cuales existe la posibilidad de tener localización 

del campo. 

Después de realizar la simulación 3D, se recuperan las 

fotografías para los instantes de tiempo y planos (𝑥, 𝑦) de 

la muestra donde se ha encontrado campo localizado.  

Las imágenes de la figura 3 (a)-(f), muestran el campo 

localizado en algunas áreas de la muestra. Los tiempos 

donde se ha encontrado localización son: (a) 𝑡 = 9, (b) 

𝑡 = 18, (c) 𝑡 = 28, (d) 𝑡 = 10, (e) 𝑡 = 19, (f) 𝑡 = 29, 

ubicados en los planos 𝑧 = 49, 22, 25, 49, 52 y 52 

respectivamente. Los óvalos en color rojo, muestran las 

sitios donde se tiene mayor amplitud del campo, es decir 

los modos localizados.  

 
 

Figura 3. Modos localizados en diferentes tiempos de 

la simulación numérica (a) 𝒕 = 𝟗, (b)𝒕 = 𝟏𝟖, (c) 𝒕 =

𝟐𝟖, (d) 𝒕 = 𝟏𝟎, (e) 𝒕 = 𝟏𝟗, (f) 𝒕 = 𝟐𝟗, en el plano 𝒙, 𝒚 

de la muestra, donde 𝝈 = 𝟎. 𝟒 𝐲  𝒑 = 𝟎. 𝟒𝟗. Se 

muestran los ejes (𝒙, 𝒚) y la intensidad del campo 

definida por la barra de color. Los círculos rojos 

representan los modos ópticos del campo, ubicadas en 

distintas posiciones a lo largo del tiempo sobre la 

muestra. 

Para el sistema que estudiamos, se define percolación 

cuando hay una conexión desde un extremo hasta el otro 

de la muestra por un clúster que sirve como columna 

vertebral, este clúster es precisamente el sistema. Bajo 

los parámetros que hemos considerado, la percolación 

umbral es 𝑝𝑐 = 0.6. La figura 4 muestra la dinámica del 

campo 𝐼𝑥, 𝑁1 y 𝑁2  cuando ya ha ocurrido la percolación 

en el medio, es decir cuando 𝑝 = 0.62. En la figura 4(a) 

se observa la mayor energía 𝐼𝑥 en un tiempo 𝑡 = 16, 

podemos observar que esto ocurre después del cruce de 

los niveles 1 (roja) y 2 (naranja), ya que en ese momento 

la amplitud del campo crece debido a los procesos de 

emisión espontánea y emisión estimulada. Podemos 

observar que el tiempo de inicio de la generación láser en 

la muestra es mayor cuando 𝑝 > 𝑝𝑐 , podemos decir que 

esto ocurre debido al mayor volumen que ocupa la 

muestra formada por el clúster de percolación. 

 

 

Figura 4. (a) Dinámica del campo 𝑰𝒙, 𝑵𝟏 y 𝑵𝟐 y 

niveles de los emisores incorporados en el clúster de 

percolación. (b)  Niveles 𝑵𝟏 y 𝑵𝟐 de los emisores e 

IPR. Podemos notar que la mayoría de los valores del 

IPR oscilan alrededor de M=6.  

La figura 4(b) muestra los niveles 𝑁1 y 𝑁2 y el IPR, 

donde la envolvente principal positiva del IPR muestra 

valores alrededor de 𝑀 = 6. Es claro que cuando 𝑝 > 𝑝𝑐, 

las fluctuaciones del IPR disminuyen considerablemente, 

manteniéndose casi valores máximos constantes 

alrededor de 6. 

La figura 5 muestra la comparación de modos de campo 

extendidos (figura 5a) y localizados (figura 5b). En la 

figura 5(a), se pueden observar algunos puntos aislados 

que corresponden a los nanoemisores en la muestra, 

donde para  𝑡 = 15, que es antes del valor máximo de 𝐼𝑥, 

resulta no ser tiempo suficiente para la amplitud del 

campo localizado. Sin embargo, en la fotografía de la 

figura 5(b) donde 𝑡 = 16, tiempo donde  𝐼𝑥  alcanza su 

valor máximo, se observa claramente la existencia de 

modos con gran amplitud en la coordenada (48,60) del 

(a) t=9 

 

(b) t=18 

 

(c) t=28 

 

(d) t=10 

 

(e) t=19 

 

(f) t=29 
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plano (𝑥, 𝑦) la diferencia de los tipos de modos es 

evidente.   

 
Figura 5. Modos (a) extendidos y (b) localizados para 

𝝈 = 𝟎. 𝟒  (a) Fotografía de campo no localizado en la 

muestra para el tiempo 𝒕 = 𝟏𝟓. Esto muestra que 

antes del valor máximo de 𝑰𝒙  (ver figura 4) aparecen 

los modos extendidos. (b) Modos localizados en el 

tiempo 𝒕 = 𝟏𝟔 (después del máximo de 𝑰𝒙). Se 

muestran los ejes (𝒙, 𝒚) y la intensidad del campo 

definida por la barra de color. Los círculos rojos 

representan la localización del campo ubicadas en 

distintas posiciones sobre la muestra. 

Para ampliar nuestro estudio, hemos agregado otra 

variable aleatoria a los parámetros que definen el clúster. 

El desplazamiento 𝑠(𝑖,𝑗,𝑘), es una variable que cuando los 

poros se encuentran en los nodos de la rejilla cuadrada, 

𝑠 = 0. En el primer par de simulaciones, consideramos 

𝑠 = 0.1 como desplazamiento, 𝑝 = 0.36 > 𝑝𝑐 y 𝑅 =

0.6. Los resultados se muestran en la figura 6. La figura 

6 muestra cuatro fotografías del campo, en los tiempos 

(a) 𝑡 = 14, 𝑧 = 99 (b) 𝑡 = 14, 𝑧 = 15 (c) 𝑡 = 16, 𝑧 =

89 (d) 𝑡 = 16, 𝑧 = 63, donde 𝑧 representa la “rebanada” 

en el eje 𝑧 del sistema 3D. Podemos observar en la figura 

6(a)-(d) que existen diferentes zonas de modos 

localizados con gran amplitud del campo. 

 

 
 

Figura 6. Modos localizados en diferentes tiempos de 

la simulación numérica (a) 𝒕 = 𝟏𝟒, (b) 𝒕 = 𝟏𝟒, (c) 𝒕 =

𝟏𝟔, (d) 𝒕 = 𝟖𝟗, en el plano 𝒙, 𝒚 de la muestra, donde 

𝒔 = 𝟎. 𝟏 𝐲  𝒑 = 𝟎. 𝟑𝟔. Se muestran los ejes (𝒙, 𝒚) y la 

intensidad del campo definida por la barra de color. 

Los círculos rojos representan los modos ópticos del 

campo, ubicadas en distintas posiciones a lo largo del 

tiempo sobre la muestra. 

La figura 7 muestra cuatro fotografías del campo, en 

tiempos (a) 𝑡 = 7, 𝑧 = 51 (b) 𝑡 = 8, 𝑧 = 99 (c) 𝑡 =

8, 𝑧 = 39 (d) 𝑡 = 11, 𝑧 = 99, (e) 𝑡 = 23, 𝑧 = 39 (f) 𝑡 =

23, 𝑧 = 47, (g) 𝑡 = 24, 𝑧 = 3, (h) 𝑡 = 26, 𝑧 = 99  donde 

𝑧 representa la “rebanada” en el eje 𝑧 del sistema 3D. 

Podemos observar en la figura 6(a)-(h) que existen 

diferentes zonas de modos localizados con gran amplitud 

del campo. Los valores de entrada que se han utilizados 

son 𝑝 = 0.4, 𝑅 = 0.6 y 𝑠 = 0.3.  

 

Figura 7. Modos localizados en diferentes tiempos de 

la simulación numérica (a) 𝒕 = 𝟕, 𝒛 = 𝟓𝟏 (b) 𝒕 =

𝟖, 𝒛 = 𝟗𝟗 (c) 𝒕 = 𝟖, 𝒛 = 𝟑𝟗 (d) 𝒕 = 𝟏𝟏, 𝒛 = 𝟗𝟗, (e) 𝒕 =

𝟐𝟑, 𝒛 = 𝟑9 (f) 𝒕 = 𝟐𝟑, 𝒛 = 𝟒𝟕, (g) 𝒕 = 𝟐𝟒, 𝒛 = 𝟑, (h) 

𝒕 = 𝟐𝟔, 𝒛 = 𝟗𝟗 , se muestra el plano 𝒙, 𝒚 de la 

muestra, para los valores 𝒔 = 𝟎. 𝟑 𝐲  𝒑 = 𝟎. 𝟒. Los 

círculos rojos representan los modos ópticos del 

campo, ubicadas en distintas posiciones a lo largo del 

tiempo sobre la muestra. 

4 CONCLUSIONES 

Estudiamos numéricamente la dinámica de los modos 

ópticos del campo, en un sistema de percolación 3-D. 

Aplicamos la técnica FDTD que es de utilidad para 

sistemas transitorios en el tiempo, y que se acopla a 

geometrías complejas como el que proponemos en este 

trabajo. Calculamos el IPR como medida de la 

(a) t=15 

 

(b) t=16 
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distribución de los modos EM a través del medio 

material. Encontramos que existe una relación estrecha 

entre los máximos de la energía del campo (𝐼𝑥), y los del 

IPR, así como los niveles alto y bajo de los emisores. Con 

el estudio que realizamos, es posible predecir los tiempos 

en los cuales podemos recuperar campo localizado en la 

muestra aleatoria. Tales modos pueden ser usados como 

resonadores para añadir funcionalidad a los componentes 

fotónicos. Los modos de una estructura aleatoria también 

proveen la base para láseres aleatorios.  
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